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Een vierkante complexe ma tr•1x ls., zoA ls bekend, op een en slechte 
een manier- te achr1jven a ls de som van i~en Henn1 tische en een scheef-
Hermi tische matrix; we noemen de hierbi,i optredende Hermitische (reap. 
scheef-He rmi tische) 1M trix het He m:l t ische (resp. acheef-Hermi tische) 
deel van de gegeven matrix. Bovendien is een complexe matrix op een en 
slechts een manier- te schr-ljven als de som van een re~le matrix en een 
zuiver imaginaire matrix; we noemen de hierbij optredende re!le (resp. 
zuiver 1mag1naire) matrix het re!le (resp. imaginaire) deel van de ge-
geven m.:i t rix. Ten s lotte is een vierkante complexe ma t1:1x op een en 
sleclits een manier te schrljven als de san van een symmetrische en een 
scheef'symmetrische matr:'.tx; WP noemen de h1erbij optredende symmetrische 
(resp. scheefsynunetrlsche) motrix het syrmnetr•1sche (resp. scheefeymme-
trische deel va~ de gegeven matrix. 
Het doel van dit rapport is, de volgende stelling te bewijzen: 
Ste 11 ing. De comp lex,::: n x n r:1a t r1 ces L , we1n•van het Herm1 tische 
dee 1 rang r r:}n het tmagina lre d,:::el rang s hebben, vormen een va rieltei t 
waarvan de dimensie d de volgende waarde heeft: 
d = ~n 
2 
+ n ( r+s-½) + rs - 1 ( \ -~r r-1 1 - ½s(s-1) als r + s ~ n, 
d = 2n(r+s) - I' 2 - s 2 als r + s )., n. 
Het bewijs valt uiteen in een a~ntal stappen. 
We splitsen de matrix L eerst in rel~el en imaginair deel en deze 
beide vervolgens wE:·er in symmE;tr:l.scl: en scheefsymmetrisch deel. Dit le-
vert de schr:tjfwi.jze L =Pt+B+i(C+D) .• waarin A,B.,C en D retie 1, A en C 
symmetrisch en Ben D scheefsymmetrisch zi,jn. Nu is A+iD klaal'.'blijke-
lijk het Hermitische dcel v:1n L en i(C+D) het imaginaire deel van L . 
Ge~ist wordt dus dat A+iD rnng r en i(C+D)(of C+D) rang s heeft. In 
deze eisen komt B niet voor. "Dez.:; mat r·lx kan dus a ls reele scheefsymme-
trische matrix geheel vrij gekozen warden, hetgeen ½n(n-1) re~le para-
meters oplevert. 
We geven de getransponeerde van eeri matrix S aan met S', de toege-
voegd complexe van S mdt 'S" en een eenhe1damatrix met I. 
We beginnen met een aental., ten dele bekende, hulpstel11rigen. 
Hulpstel11ng 1 .. Bij ie(Jere t"B~le kcheeta triaQ_h:~ n ¥n mat\'l1"#:. '1' 
beataat een ret!le n1et-t1 · '1"te rt · · · ·-. · · '· 
ie beet~11~·l)lt9•nea6 
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ces (kastjes) van de gedaante 
(_~ ~) , 
en overigens uit nullen. Als u het aantal van deze kastjes 1s, 1s 2u 
de rang van T, die dus even is. 
Bewijs: Zie Wedderburn [1] , blz,91, theorem 7; in deze stelling 
warden slechts orthogonale P toegelaten en slechts kastjes van de vorm 
met ~fo bereikt. Uit dit r~sultaat is onze hulpstelling echter direct 
af te leid~n, omdat 
== (-~ ~) . 
Hulpstelling; 1 kan ook bewezen warden met behulp van de bewijsme-
thode van hulpstelling 9. 
Hulpstelling 2. Als een n Xn matrix S rang k heeft, bestaan erk 
onafhankelijke kolommen in S, zodat elk van de overige kolommen van S 
een lineairc combinatie van deze k kolommen is. Als in het bijzonder de 
laatste k kolomrnen van S onafhankelijk zijn en als K den x(n-k) matrix 
bestaande uit de cerst n-k kolomrnen van S is en L de n x k matrix be-
staande uit de laatste k kolommen van S, dan is er een ~n slechts een 
k k (n-k) matrix U, zodat K=LU. Als in het bijzonder S reeel is, is U 
reE!el, 
Het bewijs volgt uit de theorie van de lineaire vergelijkingen. 
Hulpstclling 3. Als een n x. n matrix S rang k heeft., bestaat er 
-2en niet-singuliere n x n matrix P, zodat in P 1 SP de eerste n-k kolommen 
uitsluitend uit nullen bestaan. Als S bovendien re0el is, kan P re~el 
warden gekozC::n. 
Bewijs: Door pa~sende keuze van een permutatiematrix P1 kan men 
verkrijgen dat in P1 SP 1 de laatste k kolommen onafhankelijk zijn. Be-
paalt men bij deze matrix U als in hulpstelling 2 en kiest men P2 als 
vol gt n-k k 0) J 
I ] 
n-k 
k 
jan voldoct P=P1P2 klaarblijkelijk aan de vereisten. 
Hulpstelling 4. Als een n x n matrix S rang k heeft, dan hebben 
hct syrnmetrische en het scheefsymmetrische deel van S rangen ~2k. 
Bewijs: Kies P bij S als in hulpstelling 3 en laat s1{reap. 
symmetrische (resp. scheefsy,rmne tijn. Pan 
I? 1 s . .,r (resp. P I s2P) het 
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van P'SP. Uit de gedaante van P'SP volgt direct, dat de (n-k) X (n-k) 
linkerbovenhoeken van P 1 S1P en P 1 S2P uitsluitend uit nullen bestean.H1a~-
u1t volgt dat P 1 S1P en P 1 S2P rangen ~2k hebben en dus ook s1 en s2 • 
Uit hulpstell1ng 4 volgt dat het 1mag1naire deel van een Henn1t1-
sche matrix van rang r een rang -' 2r heeft. Alle even rangen ~ 2r kun-
nen daarb1J ook werkelijk voorkomen: 
Hulpstelling 5. Als u ~ r en a ls D een retne scheefsymmetr1eche 
n x n matrix van rang 2u is, dan bes ta at er een re~le symmetrische n .ll n 
matrix A, zodat A+1D rang r heeft. 
Bewija: Kies bij Deen Pala in hulpstelling 1. Omdat 
(_: ~), resp.{_~ ~) 
rang 1, resp. rang 2 heeft, kan m~n mnkkelijk een re~le symmetrische 
n x n matrix A1 aangcv12n zoda t A1 +iP I DP rang r heeft. Kiest men nu 
A=(P')-1A1P-1 , dan h~eft A+iD ook rang r en is A re~el en symmetrisch. 
Ieta soortgelijks kunnen we m~t een rc~le matrix van rang s doen. 
De rang van het scheefsymmetrische deel is ~ 2s; alle even rangen ~2a 
kunnen optreden; 
Hulpatelling 6. Als u ~sen als Deen re~le scheefsymmetrische 
n x n matrix van r<1ng 2u is, dan bes ta at er cen rE:~Ht; symmetrische n ;,t n 
matrix C, zodat C+D rang s htcft. 
Bewijs: Analoog als bij hulpstelling 5! nu 2chter met de matrices 
en ( 0 1 ) 
-1 0 . 
Hulpstelling 7. Als T (;en rct!J e scheefsymmetrische ) x '>t matrix van 
rang 2)-A- is, dan vormE~n de op1osRi.ngc.:n in reelc AX V matrices X van de 
verge;;lijking 
X1Tx = o 
cen vari~tait, die in dt omgcving van 0lk harer punten de volgende d1-
mensic a1 heeft: 
d 1 =AV-½V(V-1) 
a1 = ½p-()M-1) +v (A-JL) 
n ls V ~ JL, 
8 ls l) );,JL• 
Bewijs: Op grond van hulpst2lling 1 bestaat er cen re~le niet-sin-
guliere ~ x ~ matrix P, dusdan1.g dat 
T1 = P'TP = 
waa rin T 2 een n1et-iUngu11 r: .. " • '.:?C!°!c:>!"'""~·m-: t. .. "" -,s~r. mata:-.;t'I' 1a .. 
we X=PY., dan 18 X1TX.Y•t;i\f• .Wet~~ .,1';~t"11';;:.'fe~el3. 
·.' ,'(· , '. :·.• 1 rs"',·k<..,,,,., ' .. :<'J-·.,.,;:V•,J,.~;;_,;;A.i,1,·:<.;1·<½·:'-;,:: 
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beschouwen. Splitsen we Y als volgt 
V 
y = (~) 1 2;U-
Y2 } ~ -2JJ..' 
I 
dan is Y1 T1Y=Y1 T2Y1 • We kunnen dus Y2 blijkbaar willekeurig kiezen 
hetgeen ( A -2).A..) V parameters oplevert. We merken verder op dat als we 
van de in onze hulpstelling vermelde waarden van ct 1 het bedrag (A-2fl)V 
aftrekken, de uitkomst gelijk is aan hetgeen bij substitutie van 2_µ. 
voor ~ in deze waarden van a1 gevonden wordt. Uit dit alles volgt, dat 
het voldoende is de hulpstelling te bewijzen voor het geval dat ~ =2µ..., 
d.w.z. voor het geval dat T niet-singulier is. 
We nemen dus aan dat T niet-singulier is. We leiden eerst enige 
eigenschappen van de oplossingen van de vergelijking X'TX=O af. Laat X 
een dergelijke oplossing zijn; de rang van X noemen we k. We splitsen 
X in V kolomvec toren x1 , ••• , x V • Er geldt dan blijkbaa r: 
I 
xj Txh=O voor j,h=1, ... ,V. ( 1) 
Omgekeerdlevert ieder ~telsel x1, ... ,x)), dat aan (1) voldoet een 
oplossing van X'TX=O. We merken op, dat z 1Tz=O voor iedere vector z 
geldt, zodat (1) alleen voor j1h geeist bchoeft te worden. Verder le-
vert iedere p8rmuta tie van x1 , •.. , x V ook een oplossing. 
We keren terug tot onze oplossing X van rang k. Er zijn dank 
linea ir ona fha nke lijke vec toren onder x 1 , •.• , x)) , waa rva n de overige 
lin~aire combinaties zijn. Laat deze k vectoren x1 , ••• ,xk zijn. Op 
grond van (1) is elk der vectoren Tx1, ... ,Txk orthogonaal op elk der 
vectoren x1 , ... ,xk. Omdat T nict-singulier is, zijn Tx 1, •.. ,Txk lineair 
onafhankelijk. Hierui t volgt 2k ~ 2 µ, dus k ~ )'L. Op grond van zijn de-
finitie geldt voor k verder O ~ k -E,)) • 
Vervangen wo xk+'1'' . . ,xv door vectorcn yk+1 , ... ,Yv die ook elk 
lineair afhankelijk van x1 , ... ,xk maar overigens willekeurig zijn, dan 
is h~t st2ls2l x1 , ... ,xk, yk+1 , ..• ,yV ook een oplossing. We kunnen n.1. 
k 
Yj= L. 
stelgcl 
CX. jhxh schrijven; substitutie levcrt dir~ct dat (1) voor dit 
vervuld is. 
We kiezen nu een A, waarvoor A1TA=0. We willen de oplossingen be~ 
schouwen, die w2inig van A verschillen. Laat m de rang van A zijn, dan 
geldt O .:::;m ~)) en m ~j.A..A We noemen de kolomvectoren waarin A te splitsen 
~s a 1, •. • ,av. Zander bepcrking van de algemeenheid mogen we veronder-
s te llen da t a 1 , ••• ,am linea ir ona fhankelijk zijn. Voor ma trices X d!.:e ·. 
voldoende dicht bij A liggen., met ap11teing :x:µ:,.: :j.f4n 
linea ir ona fhankelijk.. :di~ ' ····•··· 
:i,, '/ 
rang k dus 
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waarvoor keen gegeven waarde heeft. Zander beperking van de algemeen-
heid kunnen we x1,. ,.,xk lineair onafhnnkelijk veronderstellen. We kun-
nen dan x 1 willekeurig, mits dicht bij a 1 kiezen; dit geeft 2.)J-- para-
meters. Als m>✓, 2 moet x2 orthogonaal op Tx1 zijn; daar a 2 orthogonaal 
op Ta 1 is en x1 dicht bij a 1 ligt, kan x2 dicht bij a 2 worden gekozen; 
dit geeft 2)L-1 parameters. We kiezen x2 zo dicht bij a2 dat Tx1 en 
Tx2 lineair onafhankelijk zijn. Als m ~3., moE:t x3 orthogonaal op Tx1 en 
Tx2 zijn; daar a3 orthogonaal op Ta 1 en Ta 2 is, kan x3 dicht bij a3 
worden gekozen; dit geeft 2.)J,~2 parameters. We kiezen x3 zo dicht bij 
a3 dat Tx1 , Tx2 en Tx3 lineair onafhankelijk zijn. Zo voortgaande vin-
den we voor de lineair onafhankelijke x 1 , •.. ,xm nu 2;A+(2JA--1)+ ••. + 
+( 2JJ..-m+1) parameters. Als k ~ m+1 word t voor xm+-1 nu vereist da t hij 
lineair onafhankelijk van x1 ., •.. .,xm is, orthogonaal op Tx1, •• ,,Txm is 
en dicht bij am ligt. Daar 2m<2k~2fi is dit mogelijk en wel geeft 
dit 2)~-m parameters. Zo voortgaande vinden we voor de lineair onaf-
hankelijke x 1 , •.• ,xk nu 2)-,l+(2/.t-1)+ ... +(2µ-k+1)=2}'-k-½k(k-1) parame-
ters. Als V .> k zijn op grond van het bovenstaande xk+1, ••. ,x µ nu vrij 
als lineaire combinaties van x1 , ... ,xk te kiezen; omdat de ruimte 
voortgebracht door x1 , ... ,xk dicht ligt bij de ruimte voortgebracht 
door a 1 ., ••• ,am (waar ak+1 , ... av in liggen) is het ook mogelijk 
xk+1, ... ,x~ dicht bij resp. ak+1 , ... ,av te ki~zen. Voor deze vectoren 
vinden we nog (v -k)k parameters. In totaal wordt het aantal parameters 
dus 
( 2 ) - ;k2 + ( 2_}.l + )) + ½ ) k. 
Voor continu veranderlijke k heeft deze functie een maximum voor 
k= j(2fa+V +½). We gaan nu na voor welke toegelaten waarde van k de 
functie (2) maximaal wordt. W0 onderscheiden twee gevallen: 
1° \)~fl. Dan is j (2_µ.+V +½) >✓,)) + t· Dt: grootste toegelaten waarde 
van k is \I; bij deze waarde wordt (2) m8ximaal. Het maximum is 
2JA-V- ½V()J-1). 
2° )J >,. )J..., • Dan is 3(2_µ.+V + ½ )~JJ-+ J . De grootste toegelaten waarde 
van k isj~; bij deze waardu wordt (2) maximaal. Het maximum is 
½JJ..()-J.. +1 )+ µ.u . 
Het grootste aantal parameters wordt dus gevonden door k zo groot 
mogelijk te kiezen; de dimensie is dus gelijk aan de hierboven gevon-
den waarden, diB juist de in onze hulpstelling vermelde waarden voor 
A=2.,.U.. zijn. De hulpstelling is hi8rmee bewezen. 
Hulpstelling 8. Als T een reele scheefsymmetrische t )( t mat:riJC " 
en U een r-eele t x' q matrix 1a ~n ~lff'de (s9h,e~,t~~~~~1:t!f~he;) ~!~J 
', '; , ",.;,,,,,,·),'. ",)\,'y /,! ' • "t,• ',,,, 
·t~·:itti~l} ,. 
rn 
d V 
( ) 
2 ft: 
2 = 
(lq (I X 
SSC 
/'I p :, .,__i , 
(5) 
11 
,,,. 
,_. I 
,f\. 
1 , d 
(p+1 
s: 
) 
nt1 
(;:rl q 
7. 
i • 
q_ 
r--,"' ( 
n 
-I-
(q-1) 
+ ( t 
u 
rr, 
;c 
,, 1 
·" 
en W<2 l 
,_,,....., 
l \ ? q 
; .i 
T , J 
,~1 
., oss txq t X van 
:II: 0 
t,: vin e nu d VO i 
r1 ls r, ~ l', •j 
) .r.; ls q ~ p. 
t d VO e re 
(I \ ) "" X' - x•u + U'X. \ X 
#·.., 
nwt rp A V,;l:'V'.3 I ... :, , 
SC WC c;;;n V~'C d0 ma 
e: oploss is dus v 
) ( q +t) q q(q-'l) cl ls q ~ P, (6) 
l } p ( p+·1) 
Dez oploss 
(7) 
voor vo 
Als 
nwt 
(8) 
m8t 
I 
ve 
n 
en 
( 7) 
y 
1 
een 
(c(;n opl 
ht(; 1~u1 t 
X d we 
(q+·>p) ::i ls q ~ p. 
tm s rijv,.,.n w,.: in d vorm 
q 
(1 
•· l,,, 
i h ( ':,,) gc 1,, oploss lier. 
ss ng is, is de m1t x, die door rcchtsvcrmenigvuldiging 
ontstt111t een oploss ng en wel ~en v2n de an 
--3.-, J ( ~) J ~ 
van nu t Ve , 
-7-
met Y1 dicht bij I en Y2 dicht bij de nulmatrix. Omdat niet-singuliere 
qxq matrices van q2 parameters afhangc;n un op grand van (4) vinden we 
het gezochte aantal parameters door (6) met q 2 te verminderen hetgeen 
juist het in onze hulpst8lling vermelde nantal oplevert. 
Hulpstelling 9, Als T ecn reele scheefsymmetrische n xn matrix 
van rang 2u is, dan bestaat er bij iedere voldoend dicht bij de nulma-
trix gelegen reele scheefsymmetrische n x n matrix F, waarvoor T+F 
rang 2u heeft, ctJn niet-singulieru reele n x n matrix X zodat 
X 1 (T+F )X=T. Hierbij kan X :in een willekeurig kleine omgeving van I wor-
d en genomen, als F voldocnde dicht bij de nulmatrix ligt. 
Opmerking: Het essenticle resultant van dezc hulpstelling ligt in 
de bewering over het weinig van I verschillen. Zander deze toevoeging 
is zij een direct gevolg van hulpstelling 1. 
Bewijs: Kies bij T ~en P, zodat P'TP=T1 de in hulpstelling 1 aan-
gegeven kanonieke gedaante hc0ft. Nocm F1=P'FP en Y=P- 1XP, dan gaat 
X'(T+F)X=T over in Y'(T1+F1 )Y=T1 . Hct problcem is daarmee gereduceerd 
tot het geval dat T de kanonieke gedaante heeft. St~l nu 
n-2u 2u 
,..._,_...., ~ 
( 9 ) T 1 = ( 00 0 ) S n - 2u 
T2 1 2u 
met T2 niet-singulicr en in de knnoni~ke gedaante. Stel verder 
n-2u 2u 
,.._.__,_____, ....... ........_, 
F 1 = ( F 2 F J ) J n - 2u ' 
-FJ I F4 } 2u 
(10) 
met scheefsymmctrische F2 en F4. Omdat T1+F1 nict-singulier en F1 klein 
is, is T2+F4 niet-singulier ~n (T2 +F4 )- 1 begrensd. Op grond van hulp-
stelling 2 is er ccn ruelc 2u x (n-2u) m~trix U zodat 
( 11 ) 
(12) 
Hierui t volgt 
(13) 
-F3 = (T2 + F4 )u 
F2 = F3U. 
Verdcr is U klein. Nu is 
De hier gebruikte trans:formatiematrix 
We behoeven het probleem nu nog ~::l,ecJ:i;.ts. 01:'!\t' 
"' ' ' ''''.'. c'}~,' ; 
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T2 op t2 lossen. Als n.l. oen weinig van I v~rschillendc 2u x2u matrix 
Z g~vonden wordt, zod• t Z'(T2+F4 )Z=T2, don g~ldt 
Dit is echter stapsg~wijs uitvoerbaar. Het is duidelijk dat het 
optellen van oen klein voelvoud van een kolom bij 2en andere kolom ge-
volgd door dezE.;lfd~ operatie op de over~enkomstige rijen een toegelat~n 
opcratie is. In de eerste rij van T2+F4 stoat op de 8erste plaats een 
nul, op de tw~edc plaats uen gctal dat weinig van 1 vcrschilt en op de 
ov~rigc plaatsen g~tallcn die wcinig van 0 verschill~n. Door kleine 
VE.;elvoudc:n v:::in d'-=' tw'-'edl;; kolom bij dt: dcrdG tot en met de 2ue kolom op 
tc tl;;lll;;n kon men vvrkrijg~n dat ind~ ~erste rij op d~ derde tot en 
mat do 2uG plaats null~n staan. De overcenkomstige opcratie op rijen 
toeg(;past 1~vcrt null~n in dl;; 8erste kolom op de d~rde tot en met de 
C 2u plants. Vvrvolgcns kan m~n op soortg~lijkc wijZ8 in de tweedc rij 
en de tw~edl;; kolom op d~ dcrd0 tot en met 2uc plaats nullen krijgen; 
op de tw8edu plaats sta~t uit0raard een nul, omdat de matrix scheef-
symmetrisch is (als U=1 zijn d~ze operaties overbodig). Vervolgens kan 
man door dl; ~ersta rij end~ cerste kolom met E.;0n weinig van 1 vurschil-
lcnd1c.: factor tE.: verm8nigvuldiglm (ht.:tgc;E.:n ook t.:en toegelatcn transfor-
math: 1s) vcrkrijg~n, dnt de; g(;;transform0erdE.; matrix de gedaante 
2u-2 
I 0 1 
...---_.._~ 
0 ---0 
-1 0 0 ---0 
0 0 
I 
' I I 
I I 
0 0 
] 2u-2 
krijgt, waArin T3 niat-singulicr un v~n do knnonil;kE.: gedaante en F5 
schcefsymmi::trisch C;n kloin is. Zo voortgnr.rnde kan men hct g8zochte 
result8at ber~ikcn, 
Hulpstc:lling 10. DC: r8cle sch1:;;efsymm0trisch(:;; n x n mntrices van 
,rang 2u vormcn ~en variUtuit, did in da omg\..:Ving van elk d2z2r matri-
C(:;;S dimansic -2u2+(2n-1)u haeft. 
Bewij s: Kies ,_;en rC::e 10 symmvt rischE.: n X n matrix T van rang 2u en 
vorm hi~rbij • ls in hct bewijs van hulpstelling 9 ecn matrix T1 van de 
gudaant2 (9). Hut is voldoendc het probluem voor T1 in plaats van Top 
tc loss\.;n, Laat F1 cen kl\..:inc scheefsymmutrische matrix van dd gedaan-
tc (10) zijn. Het fcit dat T1+F 1 rang 2u heeft, implic0ert het bestaan 
van c:en matrlx U zodat ( 11), ( 12) en ( 13) gE:ilden. Als omgekeerd U en 
een schE::efsymmi;;trische F4 klcin gekozen worden en F2 en 13 uit (13) en 
( 11) word en bepaa ld, is aan a llc ver~istJm v~lda.:a~,, .Ult ~e~tt, 2 ' . . . . . .... 
2u(n-2u)+u(2u-1)=-2u +(2.n .. 
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Na deze hulpstellingen beginnen we aan het bewijs van onze stel-
ling. We geven het bewijs in drie stappen. 
I. Variatie van C bij vaste D. 
We kiezen een vaste reele scheefsymmetrische nxn matrix D van rang 
2u met u ~sen trachten de dimensie van de varieteit der reele symme-
trische n x n ma trices C te bepalen., waarvoor C+D rang s heeft. Kiezen 
we bij Deen vaste Pols in hulpstelling 1, dan heeft P'(C+D)P= 
=P'CP+P'DP dan en slechts dan rang s als C+D rang s heeft en is P'CP 
dan en slechts dan symmetrisch en reeel als C symmetrisch en reeel is. 
De gezochte dimensie is dus dezelfde als die van de varieteit van de 
reele symrnetrische matrices c1 ., waarvoor c1+P'DP rang s heeft. Hieruit 
volgt., dnt de 2fhankelijkheid van D van de gezochte dimensie uitslui-
tend een afhankclijkheid van de rang van D, dus van u is, We kunnen de-
ze dimensi8 dus door f(n,s,u) voorstellen. 
We kiezen bij de gegeven D nu cerst een vaste c2 , zodat c2 +D rang 
s heeft, hetgeen op grand van hulpstclling 6 mogelijk is. Nu kiezen we 
bij c2 +D een r~,el8 P a ls in hulpstc::lling 3 dusdanig da t in P 1 ( c2 +D )P 
de eerste n-s kolommen uitsluitcnd uit nullen bestaan. We kunnen dus 
schrijvvn 
n-s s 
(14) (0 ?)Jn-s 
0 L J s 
In dez~ matrix zijn de laatste s kolommen onafhankelijk. We willen 
nu C+D b2schouwen, waarbij C wuinig van c2 verschilt en nogaan van hoe-
veel p8ramcters C afh3ngt als C+D rang s hceft. In plaats daarvan kun-
nen w2 blijkboar ook bij P 1 (c 2+D)P een dicht bij de nulmatrix gelegen 
r8EHe symmc.::trJ.sch0 n l< n m:=itrix E optelh-'n en nogarrn van hoevt.:1:;:l para-
meters E afhangt, ols P'(C 2+D)P+E rang s heeft. We schrijven 
n-s s 
E - ~: ~)) :-s , 
waarin E1 0n E3 symmetrisch zijn. Nu is 
n-s s 
~ ,...,_,.,__ 
( E1 K+E 2') j n-s 
E2 L+E3 J s 
We kiozen E 2 en E3 zo klein dot ook in deze matrix de laatste s kolom-
men onofhank~lijk zijn. Op grond van hulpstelling 2 is er nu een re@le 
s x ( n-s) matrix M., dusdanig da t 
(15) 
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(16) 
Hieruit volgt 
(17) 
Omdat E1 en E3 symrnctrisch zijn volgt hiE:.;ruit 
( 18) M 1 ( L-1 1 )M + M I K' - KM = O. 
Kiezen we nu omgekeerd E3 syrnrm.::trisch L:n M dicht bij cJe nulrnatrix dus-
danig dat (18) vervuld is, dnn kunnen W8 E2 en E1 uit (15) en (17) be-
p• l8n. Dan voldoet E aan allE:.; vercisten. Orndat M door (15) en (16) on-
dubbelzinnig bcpaald is (zic hulpstelling 2), is hct aantal parameters, 
waarvan E3 en M afhnng~n h~t gczochte 2nntal parameters. Voor E3 is 
dit aantal ½s(s+1). Orn dit ac1ntol voor Mt,.:: bi::palen bedt::nkun we, dat 
(18) e:en vergelijking is van het type, d8t in hulpstelling 8 is be-
schouwd, Met/\ corrosponckcrt nu 
n-s s 
K )( 
L-L' J e 
n-s 
, 
maar cHt is twee mrrnl hct sch'-'cfsymme:trische: d88l VDn (14), dus 2P'DP 
en hceft dus dezelfde rang als D, dnt is 2u. 
We passen nu hulpstclling 8 to'-' met t,q,p en X vervangan door 
s,n-s,u ~n M. w~ vindcn voor h~t totalc a1ntal paramet~rs van E3 en M 
12n cJnarmC;e voor de functic f(n.,s,u): 
{ f(n,s,u) = ½u2-(n-s-½)u+sn-½s(s-1) als u ~n-s, 
( 19 ) l f(n,s,u) = ½(n-s)(3s-n+'1) + 1s(s+1) nls u>,n-s. 
II. Variatie van A bij vastc D. 
We g1An nu trachtcn iwts 1naloogs voor h~t Hermitisch~ d~el te 
dOt::D. We kic,zcn Wt;er· cE;:n v:rntc, h.::Ulc sch,..:efsymmc.:trische n x n matrix D 
van rrrng 2u met u <r en trachtcn de dim~nsiw van de variUteit der 
..... 
r(,sl~? syrnm2trischc n x n m:1trice:s A t2 b0:pal\::.;n, wcF.irvoor A+iD rang r 
heeft. Op g~hwel analogc wijzc als hierboven is geschied kunn~n we be-
redcneren dat de afhankelijkheid van D van deze dimensie uitsluitend 
een afhank~lijkheid van de rang van Dis. We kunnen deze dimensie dus 
door g(n,r 3 u) voorstcll8n. w~ zullon bewijzen, dat g(n,r,u)=f(n,r,u). 
We kic'zen blj de gegeven D nu een vast(;.; A1 , zodat A1+iD rang :r 
heeftJ hutgeen op grand van hulpsti;.;lling 5 mogelijk is. We kiei~n bu 
een permutatiernatrix P dusdanig dnt in P'(A1+ip)P de laat kol 
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or1fhankclijk zijn. Op grond v1n hulpste:lling 2 bestaat er cen (in h~t 
.~~ ,-'ffh=en complexe) rx (n-r) m8tr1x U zodst pr(A 1+1D)P=H de gedaante 
n-r 
~
( LU 
KU 
r' 
,..._,._,.., 
11-r L) } 
K J r 
krijgt, w.2arin K sen Hermitische r )i. r matrix en L ,s-en complexe (n-r)x r 
matrix is. Omdat de hele m1trix H~rmitisch is, gt.:ldt 
cJus n-r ~
H = (u'Ku 
KU 
L = u l K, 
r 
~ 
UrK)Jn-r 
K } r 
In C::'-" deelm1trix van d0ze mntrix be:staande uit di:! laatste r kolommen., 
r heeft, zijn de e:erstc n-r rijcn lineaire combinoties van de 
lontc:t(; r. Hh:r•uit volc;t c1at K nict-singulie:r is.(H0t is trouwens be-
7,ccnd, d:1 t c:c:n Ht.:rmi tis ch,:: mn trix v::Jn r::ing r cen r' X r hoofdminor ,io be-
,,,,,) 
'. . 
J,) 13r11n nu bi,j H C::en clj_cht bij rk nulm~1trix gelcgcn reelr..:: symme-
-~~ ~'.chc.: n x n m::1trix E optcllcn en n1f;,3cHl vein hoevC:el parameters E af-
;,'"n 1 8 ls H+E rring r hceft. We, bcp0rkc·n ons d·rnrbij voorcerst tot een 
~r~~inol ~uvalJ n.l. dat Ede g~d11ntc 
n-r r 
r-_____.-, ,..._,---, 
C E2) J n-r E: o 1 V> J l. 
n-r r 
~ ~ 
' ') ( U KU + E1 TI K + E2 \ n-r H+E== J 
KU+ E2 K } r 
~rand van hulpstolling 2 is 0r ~~n (in htt algemoen compl8xe) 
r >t (n-r) matrix M., duschrn1g clnt 
( ,. 0) I r I U KU + E1 = (U K + E2 )M 
KU+ E2 = KM. 
nt K niet-singulier is., is 
M = U 
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(21) E1 a E 1K- 1E + E 'u + U'E 2 2 2 2 • 
H0t r.:cht~:rlid is zc.:kc:r rkrmitisch. H~t fcit d:it E1 symme:trisch ... n 
rutel is l'---v~rt G~ volcc:ndL b(.;tr~kking: 
(22) I -1 -1 l I I E2 (K -K )E2 - E2 (U-U) + (U -U )E2 • O. 
Ki\,;z1;;;;n We: nu omgc:k0(:r,J E2 r--:t:el, duschnit; dot (22) VE:.:rvuld is t:n bepa-
lcn w,:,; E1 uit (21), clnn voldo1.:t E '.'''n 111(.; v~rt::1stc..-n (bt:houdt::ns deg~ .. 
koz0n sp1.:cial(.:;; g(;cl1ant1..). !\.ls we: (22) m-:..t (21)-1 Vd'm(migvuldigun, 1s 
hc:t ..:en vi,.;'rgl:ltJkin::.:- vrm hL:t typ'-' d1t in hulpstc:lling 8 is b1:::schouwd. 
M1;;;t /\ corre:sporn.lL·er-t nu 
n-r r ~ ~~ 
( 23 ) ( o N(u -U ) \/n-c 
- J(U-u) J(K-1-K -1 j r 
Nu is i. cht(:r 
-1U~ 
.,,.-1 i r. 
( u'.Ku 
KU ( 
iI 
-iU ( o0 u'-u') -K -1 • 
V'!n 4c..z" n1tl'ix in r1c..:t scl1t-d'symmt-trisch1..- lll:....::l juist 1 m1al d0 m?itrix 
( 23). ;)" r 0rni:; v.-1 n ( 2j) is dus c:\.. Zl-lfck 1 ls d, r1ng vc1n hi.:t sch2efsym-
r:k triscrn: ck~l v'.'ln H, ell" cc..:lljk is 1rir1 ,k rcinc; vnn ::), d'.'lt is 2u. 
P1ss~n WG nu hulpscclling 8 to~ mLt t,q,p t.:n X v~rvnngen door 
r,n-r, u ,_r. E2 , ,1:in vinr:'---n we voor hL:t n,ntnl pnrnmct1.:rs voor- E2 : 
. J ,\u2-(n-r-}-)u+r(n-r) l 1 ( n- r) ( 3 r-n +1 ) ::ls u~n-r, cils u~n-r. 
W,_ kunn"-n nu m:: 1:1c .. lijk b"wijz~n, cl1t c(n,r,u)~f(n,r-,u). Het is 
n.1. du:i.dc:lijl{ c~1t (L vol~,:nd._:: situ1t h ... t grootst cknkbnr1;;; aantal 
p1rnmGt~rs opl~v~rt. Jl: ult~::ncsm1trix His dusdanig dat b1j iedtr~ 
voLl o,_ ncl .::! ich t bij ck nulm1 tr ix S'- ll;:gt.:n rdJlt symn11..-trisch.: r x r matrix 
E~ ,en ::lie ht bij de nulm1t.rix ,~•..:h.:: 1:-.::n r---L:lt:: r x (n-r) mntrix E2 0n (:;en 1 ~ ~ 
:J1cht bij ck nulnntrix gcl,.c;,.n r1:..cl,.: symrn'-'trischL: (n-r) ;x (n-r) matrix 
E1 b .. :st:c1t duscbni:3 d':t, '.11s E (l, m'-t ckze d,;;elmntric8S opg~bouwde ma-
trix is, de m::trix H+E r1n[i r hc;.1..,ft. !\ls dc1t zo is, kan E2 nog gevar1-
"8rd word~n (met 0en d8 • ruit voortvlo~it..ndc varint10 van E1) volgena 
(24). In vcrband met d~ hiLrbovcn gcg~vcn afl~iding van f(n,s.,u),volgt 
hh;ruit dnt h..:t .1antnl pcirnmctcrs don f(n.,r,u) 1s. Dus g(n,r,u),r(n.,r.,u). 
Om t1:- b,:_;wiJz,..::n dat i:;(n.,r,u)=f(n.,r,u) behOt;;Vt;n weBleohts san te: 
ton<.:..:n, dot dc.: uitgani:;smntrix H zo gekoZi.Jn kan worden, dat de hh:rbov<;n 
bcschr<;;VL:n id,;.;a le si tua tic optreedt. Hittr:-toe onderaoheiden we w0er tWt;1;.; 
govn lh:n. 
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'10 u ~ n-r. We kie:z2n 
u n-r-u u r-u 
~, ,-.__A____, 
,..._,_, r--A---, 
(+ 0 iI 0 J u H ::::: 0 0 0 J n-r-u , 0 I 0 } u 0 0 I J r-u 
jie klaarblijk8lijk Hcrmitisch is, rang r heeft en waarvan het imagi-
ria ire d1:::el r:.:ing 2u h8eft. We nc.;ml.;n nu ce::n kleine reclc symmctrischs:; 
r >< r ma tr ix E 3 : u r-u 
~ ~ 
E-:2 --
.) (:4. E5) 3 u E6 ? r-u 5 
.J 
~kt blijkt nu mog1c.:lijk E2=0 tc rh.:mc.:n. Bt:prilcn we de u x u m1trix u1 en 
de (r-u)x u m1trix u2 uit 
:Jrin moc.:t (lI)U1-I=lU'1-I rd}el en symmetrisch zj_jn. Nu is 
-'1 I 
u 2 =-(I+ E6 ) ES u1 , 
( I + E4 
u'l = 
- Eh(I + Eh)-'1Eh 1 )U~ = -iI, 
• :J . :) 4 :J I -1 t -'1 
-1(I + E4 - 15 (I + E6) E5 ) , 
zodat ~nn de:zc VL.;ro1Stl; inc 12d voldaan is, Als U=r treodt cen kle:ine 
wijziging in hl.;t ov~r ens 1n1loog v~rlopl.;ndu bcwijs op. 
0 2 . u > n - r • Wt: k h: z ,.: n 
H = 
n-r 
"'-r·, 
( 
I 
-lI 
0 
0 
n-r 
~, 
iI 
I 
0 
0 
2(u-n+r) 
~...------, 
0 
0 
l'T 
0 
n-2u 
~·~) J 
0 } 
o l 
l j 1 
n-r 
n-r 
2(u-n+r) 
n-2u 
, 
wei a rin T e:cn 11 t-s lngulic re rce L:: s chcef symmo t rise hu matrix is. Dan is 
H hcrmitisch va11 rong r L.;n h~eft h~t imngin• ire deel van H rang 2u. WG 
n2m2n weer een kL:in<.: rcelE:.: syrnmctrisch1.:; 1'.' x r matrix E3 : 
n-r 2(u-n+r) n-2u 
r----'-; ~ ~ 
( E4 E5 E6) ] n-r E5 E J 2(u ... n+r) E3 == 7 Eg 
-
-r:,. 7 
--
1"""1--
Hier movt ,.::en re1Hc r x ( n-r) mn trix E0 blj f.'~vvond1..:n wordc.m: 
C. 
B~palan we nu d8 matrix U 
n-r 
r--"._ 
/ u1 ) u == ( u~ \ u; 
zodat 
} n-r 
} 2(u-n+r) 
J n-2u 
_f n-r 
J 2(u-n+t~) 
} n-2u 
( I+E4 )U1 +Es u2+E6U3=-iI+E10 
(25) 
(26) 
I 
E5 u1+(iT+E7)U2+EsU3=E11 
t 1 
E5 u1+Es U2+(I+E9)U3=E12 , 
_r 
u (
I+E\~ 
E 5 
l 
r' 
',6 
"n"' ,-, 
11- ·h''7 
r.,:<'..:el s:::n symm,_:tric~cr. zi,jn. 
U - I 
, 
w~ kunn~n ook or:1,:,;,;k-c:l..:r,J U kj_, :;:~:.n dl 210 ., E11 \:.:n E12 uit (25) bcpa-
Lm; ch:z" r.i.oct,.n c:l:Jn r-J.:'--:1 ,:n lc1-.1n zijn. 1/k kl,:Zt..:n u2 r,.:~e;l, u3 zuivt::r 
innginnir (u3== u6 m, t c.:!H,_ u6 ) .:..n ::,chrlJv~·n u1=U1++1u5 mGt r,.::_llc u4 sn 
us. 
Er wor~!t ,Jus ::1u t: 
(27) 
ULt c'l-. ,.erst,c: dl c1 d"'rc], vcr>.1<,. ltJkin[r, zljn u6 ,:n u5 op t,. losscn en 
vcrvol~~ns ult d,; tw~ed~ u2 . Nu zijn u6 en u2 klcin; u5 v~rschilt wci-
nig van -I, wnnt 
u ~) = -- ( I +E: 4 - r: 6 ( I + E 9 ) - 1i~ 6 l ) - 1 
Uit (25) vo t nu 
( I+E4 )U1+ +E5u2 == E10 
(28) I ]:i:5 U4 + E7U2 = E'11 
l l 
E6 U11- + Eg u2 = 7-, J:, '12 . 
i 
..,. 
l 
·:n 
uu. 
n,1 
,J 
1 
) : 
I ) 
rt... 
l 
t ~~: l p 
"1 Cl 
q {{' 
~· , 
1f 
~.) 
'1 
l 
\ 
f.' h, ,_, 
,r 
-I 
V 
,. 
u 
, r, 
n 
u 
ir: 
) . 
)= ( 
,,·,n r 
•·r 
V) 
" . 
, u) vol oo 
. w 
,,, 1 
- I / 
11 
op 
. 
., 
V r-
: .l :L:n kb:" l't: n 11 r:::i-
kc-
i'S h 1 
n :) P? tJ iaV 
·lu:; ll 
in 
J z 
v1nD_,,, in 
i 
n ::,. ,:en v,1-
1 
iJ'7PL:n 1:,':ccl jk Z an 
(vi ,, u\ + +'(n,r. ) -,,,,),,/ 1 -, + ( 2n- ) u. 
"'a Si t 
s ,.rust hoo z·1lc,.:li,Jk op l 9. 
.:ls ui t va 
1~ vnn A 0n C biJ v1st D h~t mnx A {2:n C 
v n (nll~cn b1j t ~flv •vrar1 
C l1i n~;smntr-1x bt'U b j D. 
rond vnn hulpst~lling 9 ts 0r ~en X d n I , t 
I " 'J \ \ _, I 
n .:: , , < ,,., ·-"' H',r,·• -- ( :<i) 
.• , - •.A. ""'- \. I) ,1 ,., . \~• I , • 
,,..I 
v1n u wor-dt (,O) 
' . 
~-•1;:; 111 f_~t...,·v;--~.1 ,,,: z.i." 1• tn-. n Ln <•"',t· .~1 ·A·•~--1 x:J:-:-1•': 71l t;s voo~ 1J:::n-8. \toor) 
\ . 
; ' 
( j ;~ ) - ¾ 1., 2 + ( n + r -·!: ) u + t> n - ~, r' ( r - "1 ) +-,t; ( n - n ) ( j ::i - n + '1 ) -1-} s ( s + "1 ) • 
lJ::. rnximac! 1 
.,) 
r!l3 (J:::::r1 ~ \! r•·:\_,r ·~>.1··1t "\'·JOr' \h::n--:J, d:";t 
n - s f \j ~ r- \'\l'O r,:J t 
( -~ n La ( :;; ? ) 11,r (V', r \·'""/'\.,/··~"' .1...,.. 
._ r :·+-:-; ~ n. '/, 
( ,~":) ) " , ' .L, ·1· ' i_,-
\ -· ,,' ' t ... ) J.>. ~,n (30). w~alrom ls dit 
( Y_) ) ,... l ·t' ll1.' ,, ::·, '1 ( 'i ~) ) \,' r,o ,,. 
- ~ \. .. - 1,,<. ' ,, • .,, .. ,fl .... .,, ... 
J'un,.; '1 1, ~-n m~xi~um voor u~3(n+r-½)~ 
,Ji'... '.l <n-r ,. yr·1n,1r I~')) jn,:, ' l.. ' .. " \ j ,,., '·" 1..1 
( • )() ) ', 
\ '-· < 
( J1~) -i~u2 +( 2n-·1 )u+-1 ( n--r) ( J i·-nvl) +t. r( rVl) +} ( n-s) ( J tJ-n+1 )+}s ( s+1). 
\Toor continlJ VLr-:-~n(~;%_rl1Jk: l.l 11~.:c:ft ,J~,zi...: functi~ ceri rnnxi:nu1n voor 
u--1-n 1 r-,...,.-,r [ tnl _l ., or• -ln· ·, wcrv-H· (3·L~) voor P',,;hch u m1-;t n-r ,5;.U:f., 
-2 - 4 • .J .. ~)!.'<,, 2 1J -2l; "'..l 2 -2, j, ' J \..,,',.' \ -... -- '"lo 
~f-}n] n:,xirn~i::l ·lls lh=[-JEn] . Vi:.:t'(kr 13,;ldt voor U=n-s, dnt (30).(32) en 
voor U=n-r, :J""t (32)=(34). Voor 11c:L u Uh;'t 0$U ~ [½n] woridt (29) 
dus m2x.tr.1T1 l voor u=H-n] . De m~xlmalo waari:lc wordt g,:;vonden door u=½n 
of 'J:::½n--1 ( h'-' tg,.:0n op h,.; :;z'-' lf'd,:! nt:er-icornt) in (3tq tti su·bst1 tuf:!'ctl; cH t 
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lev,::rt ucht0r wser (33). Voor c]_; wac1 rd1;.; v:-rn h1:;;t maximum bwhoeven dus 
sl,• chts de geva lL.m r+s <: n 1::n r+s ~ n ond-c:rscht2idcn t0 warden •. 
.._ 
Op grand van d,:: syrnmc trit: in r en s van ui tgangsfarmule cm van 
rt::sultaa t ge..:eft r >,.. s cll;Zc.:lfdc uitkomst. Wl; hl:bbi.:n dus voor ht:t maximum 
van (29) gcvond0n: 
(35) { 
( r + s ) n +rs -½ r ( r-1 ) -½ s ( s -1 ) 8 1 s r + s ~ n J 
1 2 (2 2 1) 2 2 
- 2 n + r+ s~ n-r -s als r+s ~ n . 
We m0rkun nog op cla t cat msximurn in r.i lle gi::va ll0n voor de groot-
ste toclg0lat2n wa8rd~ van u b~r~ikt wordt. 
Mak8n w~ nu t~n slott~ A,C 0n D VL;randerlijk, dusdanig dat A+iD 
rang r 0n C+D rang s h0eft ~n ki~z~n w~ dL rang van D zo groot moge-
lijk, dan blijft d(;ze rang bij kll:inc variatiu constant. Innncrs bij 
kl~inu variatic van ~8n matrix kan de rang nooit dal~n; in dit g6val 
kan db rang oak nict stijg0n omdat duz0 mnximaal is. V0rder is het op 
grand van h1:,.;t voorafe;a::rndc c-Juid<.:l:lj{,dr-t t; cJ1c;zc keuz2 het r:;rootstl; nantal 
p8ram8tcrs opl2vurt, d~t 51.;;g~v~n wordt door (35). 
Om h,;t ri_:SUltr1at v2n '.J,; sh.:lling tl.; krijs;1.;;n moc:t ook nag de varia-
tic in B ~ordun vurr~k0nd; door bij (35) ~chtur ½n(n-1) op to tull0n, 
krijgc:n we: juist d,J formul,..:s v~n onzc st(.;lling, die c1aarmee bL:WvZcn is. 
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